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Determinacion de la orbita de un asteroide.

e Problema restringido de /N + 1-cuerpos.
e Integrador Taylor+JPL.

e Propagacion de una region usando las ecuaciones variacionales.
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Modelo para el movimiento del asteroide

Consideramos un problema restringido de /N + 1 cuerpos, es decir, el
asteroide es considerado como una particula de masa negligible afectada
por los 9 planetas, el Sol y la Luna.

El movimiento de los /V cuerpos con masa no es modificado por la presencia
del asteroide (se mueven de acuerdo con un problema gravitacional de /V
cuerpos (NBP)).

Ecuacion de movimiento para el asteroide:

iGm]X X,)
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Correccion JPL del modelo

Para corregir la imprecision del modelo (debida pralmente. a efectos

relativistas y J2) se puede considerar:
e JPL efemérides para los cuerpos principales.
e Integrador Taylor para el asteroide.
Comentarios:

® Se necesita el jet de derivadas de los planetas para la integracion de la

ecuacion del asteroide.

® Se considera gue en el jet de derivadas de los planetas solo es relevante

el efecto de gravitacion matua.
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JPL efemérides

Efemérides: tabulacion de posiciones y momentos de un cuerpo en

determinados instantes de tiempo.

JPL Ephemerides DE405: Coeficientes de polinomios de interpolacion
(Chebyshev) a partir de los cuales se puede obtener la posicion y
velocidad del Sol, la Luna y los planetas

9 Diciembre de 1599 — 1 Febrero de 2200.

Principales efectos considerados en DE405:

e Interaccion gravitacional entre la Luna, los planetas y el Sol.
e Relatividad general.

e Perturbaciones Newtonianas de algunos asteroides.

e Efectos debidos a la forma de la Tierra, la Luna y el Sal, ...
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99942 Apophis

NEO cuya trayectoria se aproxima a la Tierra en repetidas ocasiones.

Esta previsto que el proximo acercamiento se produzca el 13 de Abril de 2029.

e 0.191
| | 3.331 deg
a | 0.922 AU

P 323.5d
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Incertidumbre en las condiciones Iniciales

Informacion sobre observaciones de Apophis: web de NEODYS °.

Observaciones recientes ° implican que la posicion y la velocidad de Apophis

a las 00:00h del 1 de Septiembre de 2006 son
x  0.5166128258669076E+00  0.6961955810635310E+00  -0.2443608670809208E-01

v -0.12951801807/60195E-01  0.138813269541/834E-01  -0.1047646475022484E-02

...una desviacion standard respecto al semieje mayor o, ~ 9,6 x 107
...una desviacion standard respecto a la anomalia media o3y ~ 1,08 x 107°.

Los datos anteriores implican que hay que tomar una caja de condiciones ini-
ciales de 7 Km en la direccion tangencial a la 6rbita y de 3 Km en las direccio-
nes ortogonales a la misma (en posicion).

2http://unicorn.eis.uva.es/cgi-bin/neodys/neoibo?objects:Apophis
IDGiorgini-Benner-Ostro-NoIan-Busch: “Predicting the Earth encounters of (99942) Apophis”, Icarus 193(2008)
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Propagacion caja c.i.: ecs. variacionales

PVl 2= f(x), z(0) = xo.

Sea ¢, (x) solucion del PVI. Las ecs. variacionales de orden j son las

ecuaciones diferenciales que satisface 0" ¢; () /O’ .

las variacionales:

d 0¢i(x)

¢4 ()
dt Ox '

= D f(¢¢(x)) B

2as variacionales:

LI (DN b g, 0 (22UD) 4 D T,

dt 0x? ox ox Ox?
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Ccomentarios

® Integramos las variacionales correspondientes al asteroide (Apophis).
e Usando simetrias del problema se puede reducir:

las variacionales: de 36 a 18 ecuaciones.

2as variacionales: de 216 a 63 ecuaciones.

e Tiempo de CPU: Integracion des del 1 Septiembre de 2006 hasta el 13 de
Abril de 2029 (Intel(R) Xenon(R) CPU 2.66GHz).

Apophis (6 ecs.): 1,169 s.
Apophis + las variacionales (24 ecs.): 1,572 s.
Apophis + las + 2as variacionales (87 ecs.) : 11,129 s.
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Pasaje cerca de la Tierra (2029)

0.0001449 ¢ 0.000154
o +#+#++#+% KX % x
Xkygﬁz%%@x éﬁ)@&%ﬁ+ﬁij%i*x XXXX** S ey
0.0001448 | x?‘;;**j( %xx SOEHKK: XX%XXXX*% ﬁ**ﬁf&%
0.00015395 | *

Z V4

0.0001447
-0.9159 915795
0.0001539
-0.406548 0.40669 X
y -0.406556 y -0.4067
April 13th 2029 22:48 h April 13th 2029 23:02 h

e Los resultados muestran que es necesaria la aproximacion cuadratica para

describir el pasaje de Apophis cerca de la Tierra (13 Abril 2029).

e Despues del pasaje la dinamica refleja la gran dependencia respecto
condiciones iniciales intrinseca del problema haciéndose dificil predecir el

comportamiento de la caja de condiciones iniciales.
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2029: No hay colision!!! 2037: &

® En el modelo estudiado, con las condiciones iniciales mencionadas, se

puede ver que no hay colision de Apophis con la Tierra.
e El acercamiento es de unos 36000 Km (10 veces mas cerca que la Lunal!ll)
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Integracion validada

e Métodos intervalares.
e Aplicaciones al calculo de la orbita de un asteroide (ej. Apophis).

e Conclusiones.
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Aritmetica intervalar

Consideramos el conjunto de intervalos reales
IR ={la| = |a;,a.] | a,a, €R,a <ay,}

Operaciones: |[a], [b] € IR, o € {+, —, %, /}, definimos
alofb] ={zoy|z € la],y € [b]}

al + |b] = a; + by, a, + by), |a] — [b] = |a; — by, ay — by,
o] + [t] =

[min(albla albua aubla aubu)a max(albl, Cleu, aubla aubu)]’
al/[b] = [ar, aw] * [1/by, 1/8,], it by > 0.

e Solo existe el inverso resp. + y/o * para |[a] = a € R.

® Yy * Son asociativas t conmutativas pero...
Propiedad subdistributiva: [a] * ([b] + [c]) C [a] * [b] + |a] * [¢]
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Problemas al usar aritmeética intervalar

Cualquier aritmética intervalar (Al) esta afectada por sobrestimaciones,

principalmente debidas al Dependency Problem y al Wrapping Effect .
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Dependency problem

Dependency Problem: debido al uso de Al en las operaciones...
— se tratan dos ocurrencias de la misma variable como variables diferentes.

— el orden de las operaciones juega un papel.

Ejemplos:

e Claramente x — x = ( para cualquier = € |1, 2].
Usando Al se tiene [1, 2] — [1,2] = [—1, 1].

e Claramente 2% — z € [—1/4,0] parax € [0, 1].
Usando Al directamente: [0, 1] % [0, 1] — [0, 1] = [—1, 1].
Reescribiendo 22 — z = x(x — 1): [0,1] * ([0,1] — 1)
Dividiendo |0, 1] en 10 partes iguales: |[—0,35; 0,1].

~1,0].

Métodos intervalares de integracion validada: aplicaciones a la mecanica celeste— p.16/32



El “wrapping effect”

Wrapping Effect: debido a que se han de incluir conjuntos en intervalos
n-dimensionales. Los métodos validados han de hacer frente al “wrapping

effect” adaptando lo mejor posible las coordenadas al problema.

Ejemplo (Moore):

e | Consideramos f(x,y) = \/75(51; +

Y,y — x). La imagen del cuadrado

8 0, \/5] x 10, \/5] es el cuadrado ro-

> | tado de vértices (0,0), (—1,1), (2,0)

o ' y (1, 1). Usando Al se obtiene |0, 2] X

0.5 | | |—1, 1], cuadrado que dobla la dimen-
al sion.

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
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Rounded Al

Los errores de representacion se han de tener en cuenta en la aritmética
redondeando por exceso (defecto) el extremo derecha (izquierdo) del

intervalo.

jal + [b] = [(ar + b1)v, (@ + bu)a]
a] = [b] = [(ar = bu)y, (@ = bi)a),

la] x [b] = [min(a;b;, a;by, a,by, ayby)y, max(a;by, aiby,, a,by, ayby)al,

al/[B] = [ag, au] % [1/by, 1/b)],if by > 0.

Un namero real x se representa como un intervalo (x| = [zy, 24 ].

De esta manera, la aritmética intervalar permite acotar los errores de roundoff
de las operaciones de manera automatica.
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Meétodos intervalares para ODE’s

e Algoritmo directo de Moore.
e Método del paralelepipedo.

e Método QR-Lohner.
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Initial set value problem (ISVP)

Consideramos

{ u' = f(u),
u(ty) = ug € {ug},

donde f : R™ — R™, ug € R™y {ug} es un conjunto de R™.

Dado h > 0 queremos un conjunto {u;} C R™ tal que

u(to + h;ug) € {uy} paratodo ug € {ug}.

Objetivo: El integrador validado debe calcular {; } tan cercano como sea
posible al conjunto

{U(to + h, UQ), Up c {UO}} .
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Diferentes posibilidades para afrontar el ISVP

En la literatura se encuentran principalmente dos aproximaciones:

e Meétodos intervalares: Se caracterizan por representar los conjuntos con
representaciones geometricas basadas en intervalos: intervalos,

paralelepipedos, cuboides,...

Ventajas: Rapidos,
Facilmente se pueden introducir incertidumbres,

Generales: aplicables en casos no-analiticos.

e Métodos Taylor-based : Se caracterizan por representar los conjuntos

como serie de Taylor respecto las incertidumbres iniciales.

Ventaja: Precision.
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Algoritmo de Moore (i)

Los conjuntos ({ }) se representan por intervalos (| |)

Rec:
Para ug € {ug}, la expansion de Taylor de u(tg + h;ug) a orden n

alrededorde t = {y es

u(to + h;ug) = T(ug) + R(&; uo),

donde 1
T(uo) = uo + f(uo)h + -+ + ccli;_—l f(UO)%a
y . et
R(& ) = (06 ) oy

siendo & € [tg,to + h).
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Algoritmo de Moore (i)

Para validar la evaluacion:

Si {ug} C |ugl, entonces

T'({uo}) C T'(Juol)
T({uo}) = {T (uo)|uo € {uo}}

donde
dn— 1 hn
dtn—l

T(luo]) = luo] + f(luo))h 4+~ +

R(&, uo) C R([to])
donde [1ip] es un intervalo (caja) tal que u(t; ug) C [tg] para todo
t € [to,to + h|y paratodo ug € [ug].
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Algoritmo de Moore (lii)

Rough enclosure procedure:

Para calcular [fco] Moore sugirio el esquema iterativo

[ag] = [uo] + [e €],

45" = [uo] + [0, h]f ([ag)).

En definitiva,

[u1] = T(luo)) + Rluo)),

nos da la solucion al ISVP a tiempo ty + h.
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Algoritmo de Moore (iv)

Inconvenientes:

e Paso de integracion pequeno.

El procedimiento de “rough enclosure” obliga a pasos de Euler.

e Dependency problem.

T'(|ug]) depende de la extension intervalar de f.

e Wrapping effect.
El conjunto {T'(ug), ug € [ug]} NO és un intervalo y se ha de incluir en

T(fuo)),

—> Sobrestimaciones (desastre!!) Show movie
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Meétodos intervalares de primer orden

Notamos que

“small” wrapping
_/\

T({uo}) C T(m(uo)) + DT ([uo])([ro]).

donde m(ug) es el centro del intervalo [ug| y [10] = [uo] — m(uy).

El algoritmo de Moore en forma centrada se escribe
ur] = T'(m(uo)) + DT ([uo])([ro]) + |21, (1)
donde |z1] = R([tg)).

ldea: La 1a. ec. variacional proporciona un cambio lineal de coordenadas que

permite representar mejor los conjuntos (se adapta a la geometria).
— Métodos del paralelepipedo y () R-Lohner
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Meétodo del paralelepipedo

Los conjuntos se representan como paralelepipedos
p+ Alr],

siendo p € R™ (punto), A € R™™" (matriz) y [r| C R” (intervalo).
Para {ug} = m(ug) + Ap|7o], se ha de verificar

T(m(uo)) + DT ([uo]) Ao([70]) + [21] C 1w},
que, si se requiere {uy } = m(uq) + A1|r1], se puede escribir como
m(uy) = T(m(ug)) +m(z),
Ay = m(DT([uo]Ao)),
] = [Billfo] + [Ar]([z1] — m(21)):

([Bl] tal que DT([’U,()])AO = Al[Bl]) Show movie
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Método () R-Lohner

En general, las matrices A; del método del paralelepipedo tienden a ser
singulares = problema al invertir (acumulacion de errores).

Para resolver esto Lohner propuso representar los conjuntos como cuboides

p+Q[r],

siendo () matriz ortogonal.

La iteracion queda (conjunto inicial m(ug) + Qo|7o)):

m(ui) = T(m(ug)) +m(z1),
Qist Q1R = A = m(DT(JuplQo)),
] = Ri[Bi][fo] + [Q7']([z1] — m(z1)).

([Bl] tal que DT([UQ])QO — A [Bl])
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Meétodos intervalares de segundo orden

Rec:
Método directo:  [u1] = T'(ug]) + [21].
Primer orden: ui] = T (m(ug)) + DT (Jug])Ao([70]) + |21]

Podemos calular la aproximacion de segundo orden. En el caso del

paralelepipedo es

lw1] = T(m(uop)) + DT(m(ug))Aolfo] +
(Ao o))" DT ([uo])(Ao[fo]) + [21].

DO | —

Esta modificacidon garantiza una buena aproximacion de la dinamica en el

intervalo durante un tiempo mas largo.
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Resultados: ler orden vs. 20. orden

ler. orden | 268.75 dias

20. orden | 893.75 dias

Cuadro 1: Tiempo maximo de integracion obtenido con el método del paralelepipedo de primer
y segundo orden el problema de Kepler Sol-Apophis (h = 0,625 dias). Incertidumbre 10~°
AU.

ler. orden 632.5 dias

20. orden | 1529.375 dias

Cuadro 2: Tiempo maximo de integracion obtenido para Apophis en el problema (N + 1)—JPL
usando el método del paralelepipedo de primer y segundo orden. Incertidumbre =+5 X 1078
AU.
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Conclusiones

Los métodos intervalares...
e son rapidos pero producen grandes sobrestimaciones

e tratan de reducir la sobrestimacion adaptando coordenadas

Posible alternativa: métodos Taylor-based.

e Hemos visto que al tener en cuenta la dependencia respecto condiciones

Iniciales a orden 1 o0 2 se mejora el resultado...

e Representar los conjuntos geométricamente produce wrapping...

IDEA: Representar los conjuntos como series de Taylor a orden elevado res-
pecto condiciones iniciales = métodos Taylor-based. Los conjuntos son inclui-
dos en modelos de Taylor (p, I), p polinomio, I intervalo que acota el error.
Requieren representacion geométrica para / pero permiten tratar con conjun-

t0S N0 convexos.
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